Normalis eloszlas



Minta és populacié

Hipotézisek tesztelésénél egy populdciérdl szeretnénk valamit
allitani. De legtobbszor csak egy minta all rendelkezésiinkre.

Eljaras: a minta eloszlasabdl kovetkeztetiink a populacié
eloszlasara.

Alapfeltétel: az eloszlasrél matematikai ismeretekkel kell
rendelkezniink.

Hipotézis tesztelése valdszinliség alapjan: mennyire valészinii, hogy
egy adott minta illeszkedik a feltételezett eloszlashoz?



Normalis eloszlas
A normalis eloszldsrél pontos ismereteink vannak.

» Egy mddusza van, ami nagyjabdl az eloszlas kozepén
taldlhatdé, megegyezik a medidnnal és az atlaggal,

P az értékek onnan mindkét irdnyban szimmetrikus csokkennek,
» megkozelitdleg harang formaju (GauB-gorbe).
> aszimptotikus (0-hoz kozelit).
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N=100000 Bandwidh = 0.1799



Hol fordul elo a normalis eloszlas?

A legtobb folytonos valtozé normalis eloszlasu, ha a minta elég
nagy.

» |Q — az atlag onkényesen rogzitett érték! (Mentalis
életkor/valds életkor*100.)
Emberek magassaga és stilya nemenként.
Egy adott tébdl kifogott halak tomege és hossza.

Haztartdsok éves bevétele egy adott orszagban.

vvyyy

Klima, pl. minimum és maximum hémérsékletek julius 15-én
100 éven keresztiil.



Hol nem taldlunk normalis eloszlast?
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Pénziigyi mutatdk és gazdasagi adatok.

Arvaltozasok, hozamok, tézsdei értékek, részvények,
arfolyamok.

Emberek élettartama.
Miiszaki és elektronikus termékek élettartama.
Varakozasi id6 sorban allva.

Biztonségi adatok (pl. autdbalesetek).



A normalis eloszlast az atlaggal és a szdérdssal jellemezziik.

Az dtlag a gorbe maximuma, a széras pedig a meredeksége. A
nagyobb szérds laposabb gorbét eredményez, azaz az értékek
nagyobb része esik messze az atlagtdl.

density.default(x = rnorm(1e+05, 0, 2))
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Fligg n-tol — az elemszamtdl, és k-tél — a kategoridk szamatdl,
azaz hogy milyen pontossaggal adjuk meg az értékeket, pl. 1 mm
vagy 1000 mm = 1 m tavolsadgot mériink-e.

Minél nagyobb az elemszdm, a minta eloszldsa anndl jobban
kozeliti a populdcié normilis eloszlasat. Itt: n = 100, 1000, 10000.

rmorm(100,0,1) rmorm(1000,0,1) rnorm(10000,0,1)
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A fenti dbrdk eléallitdsa:

100 random szdm hizédsa normdlis eloszlasbdl, , X = 0 atlaggal,
s = 1 szbrassal.
a = rnorm(100,0,1)

Hisztogramm: egy adott érték milyen gyakran fordul el6. A
leggyakoribb értékek az atlag koril helyezkednek el. Minél tdvolabb
vannak téle, annal ritkabbak.

hist(a)

Siirliségfliggvény: folytonossa alakitott interpoldlt érték. Pl. ha
méterekben mériink, a sliriiségfliggvény az egész szamok kozotti
értékekre is értelmezhetd.

plot(density(a))



N paraméterei
X: minta atlaga, s: minta szdrdsa.
Minket csak az érdekel, hogy az egyes értékek milyen messze
vannak az atlagtdl, az nem, hogy melyik irdnyban. Ezért
kiszamoljuk az egyes értékek tavolsdgat az dtlagtdl, majd a
tdvolsdgokat egyenként négyzetre emeljik, és osszeadjuk. I/gy
kapjuk meg a variancidt. A szdrds a variancia gyoke.

minta atlaga:

Xihxotx3t Xy _ i=1
n n

X =

minta varianciaja:
n
> (%)

2 _ i=l
5T = n—1

minta szodrasa:



z-transzformacid

Minket azonban nem a minta érdekel, hanem a populdcié. Ennek
paraméterei:

w: populacié feltételezett atlaga.

o: populacié feltételezett szérasa.

Probléma: a konkrét minta szérasa fligg az elemszamtél és az
atlagtdl = eltéro atlagok eloszldsa nem osszehasonlithaté.
Trukk: standardizalds z-értékre. Feltételezziik, hogy a mintdnk
atlaga azonos a populacié atlagdval. Minden egyes elemre:

Xi—p

zZ; = >

azaz minden egyes elem mér8szamat kivonjuk a populdcié (itt:
minta) dtlagabdl, és elosztjuk a szdrassal.

Ez az eljards a z-transzformacid, az értékek eloszlasa standard
normalis eloszlast mutat.



Standard normalis eloszlas

Normilis eloszlas jellemz8i: N(u, o).

atlag: xi = p=Xx
z-transzformacio:

széras: o =pu+o

(pto)—p =1

Zj = p

Standard normilis eloszlas jellemzése: N(0,1). Vagyis az tlaga
mindig 0, a szérasa mindig 1. El6ny: barmilyen normal eloszlasu
minta atalakithaté standard normilis eloszlasra, aminek az alakjat
pontosan ismerjlik.



Standard normdlis eloszlas
Siirliségfiiggvény:
x-tengely: egységnyi sz6rds, tartomany: ¢ = —oo0 - -+ + oc.
y-tengely: annak a valésziniisége, hogy egy adott x (a
transzformacié utdn z) eléfordul a populdciéban.

density.default(x = a)
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A standard normilis eloszlas fuggvényének jellemzoi

P> az x-tengely és a siirliségfliggvény altal bezart teriilet Osszege
=1

> Az esetek 50%-a az atlagtdl balra helyezkedik el.

» 0= —1---+1 kozotti tartomdny az esetek 68,27%-at
tartalmazza.

» o= —2...+ 2 kozotti tartomdny az esetek 95,45%-3t
tartalmazza.

» o = —3---+ 3 kozotti tartomdny az esetek 99,73%-at
tartalmazza.



Standard normalis eloszlas
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Normilis eloszlds tesztje

Kolmogorov-Szmirnov vagy Wilk-Shapiro préba.

R-funkcié: shapiro.test(vektor)

balra ferde eloszlas jobbra ferde eloszlas balra ferde 1/x

Ha p > 0,05, elfogadjuk, hogy a minta normdlis eloszlasd (Id.
késébb).



Transzformacidok

Unimodalis, jobbra vagy balra ferde eloszlasok gyakran
atalakithatéak normalis eloszldsuva.

Szokdsos eljardsok:
> x = log(x)
> x=1/x

>X:\/)?

> ...



Becslés

Inferencidlis statisztika: oksagi vagy reldcids alapu statisztika. A
minta értékei alapjan kovetkeztet a populacidra.

DE: a minta alapjdn a populdciéra csak becsléseket tehetiink.

"oz

1. probléma: kilonbozé mintdk kiilonbozé atlagokat
eredményeznek, még véletlenszer(i kivalasztas esetén is.

2. probléma: véges az idonk, csak véges mintdval tudunk dolgozni.



Egy mintdbdl kovetkeztetés sok mintdra

Feltételezziik, hogy a mintank atlaga megegyezik a populacidéval.
Tovabba feltételezziik, hogy ha sok mintank lenne, akkor az egyes
mintdk atlagai normalis eloszldst mutatndnak a populacié atlaga
korul. Vagyis:

n minta X atlagai normdlis eloszlast mutatnak a populdcié u atlaga
koril, ha a populicié széradsa o.

A mintadtlagok p koruli szérdsa egyenld a standard hibdval, azaz
S

se =
A széras egyes adatpontok mintadtlagtdl vald tdvolsagat fejezi ki.
A standard hiba a mintadtlagok populaciéatlagtdl valé tavolsagat
fejezi ki. Ez az érték értelemszeriien sokkal kisebb, mint az egyes
mintak szérasa.

El6ny: egyetlen minta dtlaga és szérdsa alapjan kovetkeztethetink
a populacid ismeretlen értékeire.



A minta és a populacid szérasa

Két kockdval dobunk 100-szor.
Bal: egyetlen, 100 dobasbdl allé minta osszegei. Jobb: 20 minta
atlagai, amelyek egyenként 100 dobasbdl allnak.
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Minta atlaga = 7, atlagok atlaga = 6,98.
Minta szérdsa = 2,25, atlagok szérasa = 0,23.

Standard hiba EGYETLEN mintdbdl szamolva:
2,25/4/100 = 0,225

— a 20 mintdbdl szdmolt széras jé kozelitése 20 minta hijén is.



Pontbecslés

Véletlen minta atlaga fligg a véletlentdl, azaz egy becsiilt pont.

Megmérjiik egy véletlenszeriien kivalasztott, 300 f0s, férfi
egyetemistabdl allé csoport testmagassagat.
s =63cm

A minta részmintdibdl szamolt atlagok szérasa fiigg az
elemszamtdl: a tiz fés mintak szérasa a minta atlaga kordiil

se =6,3/1/10 = 1,99, 6tven f6s mintaké se = 6,3/v/50 = 0, 89,
stb.

= minél nagyobb az elemszdm, anndl kisebb a széras, azaz az
egyes mintaatlagok anndl jobban kozelitik a populacié dtlagat.



Feladat

Fajl letoltése:

http://clara.nytud.hu/~mady/courses/statistics/materials/
testmagassag.txt

300 férfi egyetemi hallgaté testmagassaga.

Testmagassag adatai testmagassag.txt nevil fajlban.
atlag: mean()

széras: sd()

gyok: sqrt

Hogyan szamoljuk ki az els6 tiz f6 testmagassaganak atlagat?
mean (testmagassag$height [1:10])

Teljes minta standard hibdja?
sd(testmagassag)/sqrt(300)
0,36



Konfidenciaintervallum

Kérdés: igaz-e, hogy a véletlen minta atlaga beleesik az ismeretlen
populdcidatlag koril szér6dé mintadtlagokba?

Nehézség: -t nem ismerjiik, csak X-et.
= dontés nem lehetséges, csak egy adott valdszinlségi hataron,
azaz konfidenciaintervallumon beliili valésziniiség megallapitésa.

Kérdés: igaz-e, hogy X 95%-o0s valdszinliséggel beleesik a o korill
standard hibaval szérédé mintaatlagok tartomanyaba?

Konfidenciaszint ebben az esetben: p = 0, 95.



Kiindulas

P Véletlenszer(i mintdk atlagai normalis eloszlasuak.

> Atlagok 95%-a + 1,96*szérés (s), itt s//n, azaz
1,96*standard hiba (se).

» Keresett 1 a populdcié eloszldsdnak kdzéppontja (szimmetria
feltételezése miatt).

tehat:
p(—1,96 % se +pu < X < p+ 1,96 % se) = 0,95

Cél: a 95%-os konfidenciaintervallumon beliili hatarértékek
meghatarozasa negativ és pozitiv irdnyban.



Konfidenciaintervallum X alapjan

p(—1,96 % se+p < X < 1+ 1,96 x se) = 0,95
—p

p(—1,96xse <X —pu < 1,96 *se) =0,95

x* — 1

p(1,96 xse > u—x > —1,96 « se) = 0,95
+X

p(1,96 % se +Xx > u>x—1,96*se) = 0,95
p(—1,96xse + x < u < X+ 1,96 x se) = 0,95



Konfidenciaszint

Konfidenciaintervallum: értéktartomany, amely a becsiilend6
paramétert elGre rogzitett valdszinliséggel tartalmazza.

Konfidenciaintervallumon kiviili tartomdny: o =1 — p.

Ha X nem esik a 95%-os konfidenciaintervallumba, akkor is
tartozhat az adott populaciéhoz! Tévedés valdsziniisége 5%, ez az
un. alfa-hiba.



Kiindulasi hipotézis tesztelése

Hipotézis allitasa falszifikacidon keresztiil, azaz az allitasunk
ellenhipotézisét teszteljiik.

Az empirikus vizsgdlatokban dltaldban abban vagyunk érdekeltek,
hogy vizsgalt érték 1 — p, azaz « tartomanyba essen.

= szignifikanciaszintet « értékével szokds megadni, azaz 0,05 vagy
5%.

Ha azt akarjuk bizonyitani, hogy egy adott minta nem tartozik az
adott p konfidenciaintervallumba, akkor a mintdnak negativ és
pozitiv irdnyban az «/2 tartomanyba kell tartoznia. Tehat egy
szimmetrikus, azaz kétoldalas tesztnél az azonossag elutasitasa
2,5%-ra teljesiil.



A mintaméret jelentdsége a hipotézistesztelés
szempontjabdl

A p = 0,95-es konfidenciahatar kritikus értékei:

alsé kritikus érték: —1.96 x se + X
fels6 kritikus érték: +1.96 * se + X

A standard hiba kiszamitasa:

Se:\ﬁ

Ha n alacsony, a standard hiba nagyobb, mert a nevezében /n
szerepel = nagyobb standard hiba esetén a kritikus érték nagyobb
lesz, ezért Hp elutasitasanak lehetdsége kisebb.



Kisebb és nagyobb standard hiba és hipotézistesztelés

Két populacié, amelyek atlaga p = 20. 1. populacié szérasa
se =1, 2. populdciéé se = 2.

1. populdcié alsé kritikus értéke : 20-1*1.96 = 18.04, 2.
populdciéé: 20-2*%1.96 = 16,08.

Egy olyan minta, amely 4tlaga X = 17, ehhez a populdciéhoz

tartozik?

10 20 0 w0

Densiy
o

1. populacié: 17 < 18.04 = Hp-t elutasithatjuk.
2. populacié: 17 > 16.08 = Hp-t nem utasithatjuk el.



Feladat

Szémoljuk ki a testmagassag R-objektum elsd tiz elemének
atlagat. Beleesik a teljes, 300 elemii minta 95%-o0s
konfidenciaintervallumaba?

Elsé tiz elem atlaganak kiszamitasa:
mean (testmagassag$height [1:10])
175.9037

95%-os konfidenciaintervallum hatérai?
A régi szép idékben megnéztiik az adott a/2 tartomdnyra
megadott (standardizlt!) z-értéket a fiiggvénytdblazatban.

Manapsag letoltjilk a gmodels nevii R-csomagot, és lekérdezziik a
hatarokat a

ci fuggvénnyel.

ci(testmagassag$height,0.95) Estimate CI lower CI
upper Std. Error 178.0349657 177.3166967 178.7532346
0.3649871



